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Dzieciece budowanie obrazu pojeciowego liczby

Edukacja matematyczna stanowi wazny obszar ksztalcenia na poziomie przedszkolnym i
wczesnoszkolnym. Od tego, jakie warunki stworzymy dziecku do odkrywania $wiata
matematyki, bedzie zalezalo jego twoércze badz odtwoércze podejscie w uprawianiu tej
dziedziny wiedzy. Jako przedmiot nauczania, matematyke nalezy rozpatrywa¢ w podwojne]
perspektywie. Z jednej strony trzeba mie¢ na uwadze specyfike matematyki jako nauki, ktora
wyraza si¢ miegdzy innymi w operatywnym charakterze poje¢ oraz odrgbnym kodzie
jezykowym, ktory pozwala na matematyzacj¢ konkretnych sytuacji. Z drugiej za$ nalezy
uwzgledni¢ mozliwosci psychofizyczne dziecka, jego poziom postrzegania 1 rozumienia
otaczajacej rzeczywistosci. Takie wielowymiarowe spojrzenie na proces ksztalcenia
matematycznego stwarza stabilne podstawy do wypracowania procedur edukacyjnych, ktore
pozwolg dziecku na samodzielne konstruowanie osobistych struktur wiedzy matematycznej,
a przy tym zredukuja do minimum negatywne napi¢cie emocjonalne, towarzyszace
pokonywaniu trudno$ci oraz umozliwig osiaggni¢cie sukcesu.

W uczeniu matematyki wyraznie rysuje si¢ potrzeba Spojrzenia oczami dziecka na
otaczajacg rzeczywisto$¢. Proba zrozumienia, co dziecko mysli i jak dochodzi do swoich
przekonan, pozwala nada¢ procesowi nauczania-uczenia si¢ charakter intersubiektywnej
wymiany. To naturalna ciekawos$¢ dziecka, stymulowana przez doznania zmyslowe,
wyznacza jego indywidualng droge rozwoju, takze w sferze myslenia matematycznego.
Natomiast organizacja przebiegu procesu edukacyjnego wychodzaca od dziecka, aranzacja
przestrzeni dla dzieciecej aktywnosci badawczej, warunkuje percepcje i gromadzenie
informacji w toku wilasnych doswiadczen, daje mozliwo$¢ nadawania osobistych znaczen
pojeciom matematycznym oraz pozwala na samodzielne dokonywanie strukturyzacji wiedzy i
tworzenie wiasnej sieci pojeciowej. Nauczyciel, dzigki zrekonstruowaniu dziecigcego punktu
widzenia, moze $wiadomie 1 planowo wspiera¢ wysitek intelektualny 1 aktywno$é

eksploracyjna dziecka.



Celem edukacji matematycznej, niezaleznie od szczebla ksztalcenia, nie jest wyposazenie
ucznia w gotowy zestaw definicji, modeli i procedur matematycznego dziatania, lecz
pobudzenie jego aktywnosci umystowej, zachgcanie do budowania wlasnego rozumienia
pojec, zaleznosci i relacji, wdrazanie do poszukiwania prawidlowosci, wspieranie w osigganiu
samodzielnosci intelektualnej, ksztaltowanie odpornosci emocjonalnej w sytuacjach trudnych,
problemowych. Tak wigc matematyke mozna przyrowna¢ do skrzynki z narzgdziami, ktore
swiadomie 1 celowo uzyte, pozwalaja lepiej pozna¢, uporzadkowaé i zrozumieé¢ S$wiat,
zgodnie z prawidlami logiki. Ale, jak zauwaza H. Broekman [1995, s.22], matematyka to nie
tylko efekt koncowy myslenia i1 badania, lecz rowniez sam proces myS$lenia 1 badania.
Dziecko uczy si¢ matematyki poprzez obcowanie z otaczajacymi je przedmiotami, ktore
rozpoznaje, opisuje, wskazuje rdznice i podobienstwa, bada relacje, porzadkuje, klasyfikuje i
liczy. Jakos¢ i bogactwo zgromadzonych w ten sposob doswiadczen stanowi tworzywo do
ksztaltowania poje¢ matematycznych, pozwala stopniowo nadawaé intuicyjnemu
rozumowaniu coraz bardziej sformalizowang posta¢ 0Oraz umozliwia tworzenie nowych
kategorii w mysleniu i dziataniu.

Do gtownych zadan edukacyjnych z matematyki, jakie realizujemy na poziomie
propedeutycznym, mozemy zaliczy¢: poznawanie stosunkow jakosciowych i ilo§ciowych oraz
ksztaltowanie podstawowych poje¢ matematycznych. Jednym z takich elementarnych pojec,
ktore powstaja w umysle matego dziecka jest liczba naturalna.

Dzieci wzrastajg wsérod liczb. Liczby pojawiaja sie¢ w codziennych sytuacjach, w postaci
wypowiadanych liczebnikow badz jako forma zapisu symbolicznego. Pozwalajg one opisac
rzeczywisto$¢. Jednak nalezy mie¢ $wiadomos$¢, ze liczba jest pojeciem abstrakcyjnym,
ktoremu dopiero czlowiek nadaje znaczenie poprzez odniesienie do $wiata materialnego.
Stopniowo wypehia je trescig, wynikajaca z zastosowania liczby w konkretnej sytuacji
praktycznej jako cechy ilo$ci, porzadku, miary wielkosci, warto$ci, symbolu czy dzialania.

Proces tworzenia poje¢ w umysle dziecka ma charakter zlozony, wieloptaszczyznowy.
Polega bowiem na nadawaniu stowom okreslonego sensu, wypekiania ich osobistym
znaczeniem, a takze pozwala klasyfikowac rozne przedmioty, zjawiska, zdarzenia wedlug
przyjetych regut i etykietowa¢ je. Jak wskazuje E. Hurlock [1985] ,Pojecia nie sa
bezposrednimi danymi sensorycznymi, sg raczej wynikiem szczegdlowego zbadania i
polaczenia - wigzania razem lub doczepiania oddzielnych doswiadczen zmyslowych.
Wspolne elementy w roéznych przedmiotach badz sytuacjach shiza do laczenia tych
przedmiotoéw lub sytuacji w jedno pojecie”[s.130]. Zatem pojecie jest ostatecznym rezultatem
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przeprowadzenia szeregu operacji umystowych, poczawszy od analizy 1 syntezy,
pozwalajacych na poroéwnanie wybranych obiektow, az po abstrahowanie i uogdlnianie
prowadzace do stworzenia obrazéw pojeciowych w umysle dziecka.

Baza do tworzenia poje¢ sg kategorie, do ktorych ,,mozemy przyporzadkowaé przedmioty,
wyobrazenia i wydarzenia wykazujace okreslone podobienstwo”[Mietzel, 2002, s.223].
Nalezy przy tym zwroci¢ uwage na fakt, ze pojecia matematyczne, w odréznieniu od innych
poje¢, powstaja w wyniku abstrahowania tylko niektorych cech realnych przedmiotow i ich
uogolnienia. Glowng ich tre§¢ stanowig relacje migdzy przedmiotami, czy tez ich
zastepnikami, oraz pewne sposoby manipulowania nimi [Stucki, 1998, s.60]. Dopetnieniem
informacji, tworzacych kategorie umystowe, sa dotaczane kolejno coraz bardziej ztozone
sposoby reprezentacji wyobrazeniowej, stanowigce obrazy umystowe obiektow, zdarzen,
nabytych w toku uprzednich doswiadczen. U miodszych dzieci bedg one odzwierciedlaly
konkretne czynnosci, podejmowane w §wiecie materialnym, 1 zostang wyrazone w postaci
skryptow. Wraz z rozwojem kompetencji poznawczych, pojawia si¢ reprezentacje ikoniczne
W postaci obrazow, rysunkéw, diagramow, ktore wymagaja od dziecka umiejetnosci
porébwnywania i wydobywania roznic. Najbardziej zaawansowanym sposobem poznawczego
kontaktu z otoczeniem jest postugiwanie sie kodem symbolicznym, ktéory wymaga
rozumowania na poziomie abstrakcyjnym, z uzyciem narz¢dzi symbolicznych w postaci
jezyka matematycznego. W procesie ksztaltowania poje¢ matematycznych organizacja
nowych informacji nie ogranicza si¢ do jednego systemu reprezentacji, lecz wystepuje w
postaci mieszanej jako kompilacja trzech komplementarnych wzgledem siebie systemow
kodowania [Nowak, 2010 a, s.574]. Wskaznikiem rozwoju intelektualnego dziecka jest
zdolnos$¢ integrowania odmiennych systemow reprezentacji oraz swoboda przechodzenia z
jednego systemu reprezentacji na inny [Siwek, 2004, s.156-157]. Zatem pojecia
matematyczne, podobnie jak cala matematyka, maja charakter operatywny, gdyz wymagaja
podjecia catego ciggu operacji: poczawszy od dziatan na konkretach, poprzez stopniowe ich
uwewnetrznienie w postaci czynno$ci wyobrazeniowych az po operacje abstrakcyjne.
Przedstawiony tu proces interioryzacji stanowi swoisty mechanizm ksztaltowania pojgc.
Warto w tym miejscu podkresli¢, ze dzieci nie mys$la pojeciami matematycznymi, ale tworza
wlasne obrazy pojeciowe, ktére stanowig reprezentacje umystowa dziecigcych doswiadczen w
Swiecie rzeczywistym. SposOb tworzenia kategorii umyslowych, ich skiad, struktura jak
réwniez ciagla aktualizacja, przebudowa i1 modyfikacja jest $ciSle uzalezniona od poziomu
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Poczatkow dziecigcego liczenia mozna doszukiwaé si¢ w charakterystycznym
zachowaniu malego dziecka, ktore uwaznie obserwuje otoczenie, a nastepnie stara si¢ wyloni¢
z niego poszczego6lne elementy i nazwac je. Pokazujac obiekty, dziecko czesto zamiennie
uzywa nazw wilasciwych dla poszczegdlnych przedmiotéw, zaimkéw wskazujacych badz
liczebnikow. Wiedzione wewnetrzng intuicja, kazdemu elementowi przyporzadkowuje tylko
jeden liczebnik. Poczatkowo powtarza te nazwy, ale w miar¢ poszerzania zakresu
liczebnikow, zaczyna §wiadomie kontrolowa¢ kolejnos¢ ich wypowiadania. Dba réwniez o to,
aby nie poming¢ zadnego elementu przy liczeniu. Mozna zatem powiedzie¢, ze przeliczanie
jest pierwszym doswiadczeniem w uzyciu liczb przez dziecko. Pozwala ono wyczuwaé wzory
nazewnicze liczb, stosowane w naszym systemie numerycznym. Jednak to, ze dzieci liczg do
10 czy 20 nie oznacza, ze rozumieja, jakie wartosci kryja si¢ za kazda z wymienionych liczb.
Swiadczy to jedynie o znajomosci liczebnikow i uchwyceniu pewnego rytmu podczas ich
wymieniania [por. Siwek, 2004, s.161; Matzarakis, 2009, s.25].

Dzigki recytowaniu nazw liczb po kolei, dzieci intuicyjnie poznaja to, co nazywamy
aspektem porzadkowym liczby. Liczba poczatkowo kojarzona jest ze stowem wymawianym
jako cze$¢ serii. Stanowi ona pojedyncze ogniwo w fancuchu liczbowym. W toku dziatan na
konkretach, liczebnik porzadkowy pozwala dziecku okresli¢, ktory z kolei element w danym
zbiorze jest wyodrebniony. Jednak, u podstawy rozumienia pojecia liczby w aspekcie
ordynalnym, co podkres$la Z. Cydzik [1986] ,leza stosunki iloSciowe zachodzace miedzy
liczbami w ciggu liczb naturalnych”[s.64]. Zatem sprawno$¢ w nazywaniu kolejnych
liczebnikow to za malo, aby wyznaczy¢ witasciwe miejsce danej liczbie w ciggu liczbowym.
Tu potrzebne jest zrozumienie dwoch podstawowych relacji, jakie zachodza miedzy dang
liczbg a liczbami sgsiednimi. Nalezy zatem stwarza¢ dziecku okazje do przeliczania réznych
przedmiotow i1 porzadkowania ich w ukfadzie wzrastajacym lub malejagcym, co pozwoli mu na
intuicyjne wychwycenie pewnych prawidtowosci (zasada przechodnio$ci), a tym samym
uzmystowi znaczenie wymawianych liczebnikow.

Jak zauwaza E. Gruszczyk-Kolczynska [1997, s.37], w trakcie przyporzadkowywania:
gest — obiekt - liczebnik, dziecko powoli zaczyna dostrzegaé, ze ostatni z wymienianych
liczebnikéw ma podwdjne znaczenie. Nazywa bowiem nie tylko wskazywany przedmiot, ale
takze odnosi si¢ do wszystkich elementow zbioru 1 okresla ich liczbe. W miar¢ nabywania
doswiadczenia w przeliczaniu dowolnych przedmiotow dziecko orientuje si¢, ze ulozenie
elementow nie wplywa na liczebno§¢ zbioru. Stopniowo tez abstrahuje od roznic
jakosciowych, skupiajac si¢ na wspdlnej cesze ilosciowej, ktora wyraza liczba kardynalna
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okreslona przestrzen czasowa dla wykonywanej czynnosci. Osiggnigcie intuicyjnego
rozumienia liczebnikow glownych stanowi, zdaniem D. Wooda [2006, s.216], moment
zwrotny w mys$leniu matematycznym matego dziecka. Liczby uzyskuja nowe znaczenie jako
symbole, wyrazajace moc zbioru. Porownywanie liczebno$ci zbioro6w, wyro6znianie zbiorow
rownolicznych, wskazywanie zbiorow o okreslonej liczbie elementdw, grupowanie obiektow
zgodnie z podang liczbg, to tylko niektére propozycje czynnosci, pozwalajace dzieciom
uchwyci¢ istotg aspektu mnogosciowego liczby.

Wyjscie poza przeliczanie jest kolejnym waznym krokiem na drodze konstruowania
pojecia liczby naturalnej w umysle dziecka. Stanowi bowiem warunek niezbedny do
zrozumienia arytmetyki. Grupowanie po 5, po 10, pozwala znacznie szybciej i z wigksza
pewnoscig ustali¢ catkowitg liczbe elementow, anizeli przeliczanie po kolei. Istotng kwestig
jest wigc postrzeganie liczby jako ,,catoSci”, a nie jako czeSci procesu liczenia. Mozliwe jest
to dzieki tworzeniu rozpoznawalnych wzoréw z przedmiotéw. Zapamietanie ksztaltu wzoru
daje mozliwo$¢ okreslenia liczby elementéw bez przeliczania. To z kolei utatwia dostrzezenie
zwigzkow zachodzacych miedzy liczbami, co stanowi podstawe wykonywania obliczen.
Umiejetno$¢ rozpoznania wzordw, bedacych efektem ustrukturyzowania elementow,
prowadzi do dostrzegania prawidlowosci. Wazne jest, aby dzieci nie operowaty liczbami w
sposob mechaniczny, ale zauwazaly reguty 1 $wiadomie je stosowaty. Odkrycie wzoru daje
dziecku pewno$¢ dziatania. Doswiadczanie liczenia w strukturze zapewnia wigksza
swiadomo$¢ relacji z innymi liczbami, pozwala przewidywaé, projektowaé, bezkolizyjnie
przejs¢ od konkretu do abstrakcji [Nowak, 2010 b, s.210-211].

Waznym zagadnieniem, zwigzanym z budowaniem rozumienia liczby naturalnej, jest
poznanie jej wewngtrznej struktury. Poczatkowo dzieci badajg sktad liczby poprzez
rozkladanie okreslonej ilosci elementow na dwie czesci, tak, aby pokaza¢ wszystkie mozliwe
kombinacje ustawien. Manipulowanie konkretami stanowi doskonata okazje do wychwycenia
prawidtowosci, polegajacej na tym, ze jezeli zwigkszymy liczbe elementow w jednej grupie,
to automatycznie zmniejszamy o tyle samo liczbe elementéw w drugiej grupie, przy zalozeniu
ze dysponujemy stalg liczbg elementow. Odbiciem owych dziatan na materiale konkretnym sa
reprezentacje enaktywne, ktore powstaja w umys$le dziecka. Stanowig one fundament dla
zrozumienia aspektu algebraicznego liczby. Zapis symboliczny, wyrazajacy mozliwe
warianty rozkladu okreslonej liczby na dwa, trzy lub wigcej skladnikow, uswiadamia
dzieciom, ze ,ta sama liczba kardynalna moze by¢ tworzona na rézne sposoby, ale zawsze
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wymiar algebraiczny przybliza dziecko do wykonywania dziatan arytmetycznych i zapoznaje
z podstawowymi wlasnosciami tych dziatan.

W miarg poszerzania obszaru dziecigcych eksploracji, wylaniaja si¢ coraz to nowe
problemy, ktéore wymagaja nabycia kolejnych kompetencji matematycznych. Sprawdzanie:
jaki jestem duzy, ile krokow jest od $ciany do okna w pokoju, co jest cigzsze: mi$ czy lalka,
kierunkuje uwage dzieci na pomiar ré6znych wielkos$ci. Postrzegajac i porownujac przedmioty,
poczatkowo uzywamy okres$len typu: dilugi — krotki, cigzki — lekki, wysoki — niski, co
pozwala szeregowa¢ obiekty wedtug podanych cech wielko$ciowych. Stopniowo, w miare
poszerzania pola doswiadczen, podejmujemy proby szacowania na ,,0ko”, porownujgc dany
przedmiot z wielkoScig przyjeta umownie za jednostke miary. Waznym odkryciem dla
dziecka jest stwierdzenie, ze im mniejsza jednostke pomiaru ustalimy, tym wigcej razy bedzie
si¢ ona miescita w badanej wielkosci. Poprzez tego typu ¢wiczenia dzieci konstruujg
podstawy rozumienia aspektu miarowego liczby. Poczatkowo jednostki miary dobierane sg w
sposob dowolny, z czasem dopiero dzieci zaczynaja poznawaé 1 Kkorzysta¢ ze
standaryzowanych jednostek pomiaru. Wedtug H. Siwek [2004, s.164], jest to najtrudniejszy
aspekt liczby, ale tez najbardziej ogdlny, uniwersalny, stanowigcy podstawe do wprowadzania
liczb wymiernych, catkowitych 1 rzeczywistych.

Uzycie liczb w réznych codziennych sytuacjach wymaga czesto zapamigtania. Jezeli liczb
jest wiecej, badz trzeba dokona¢ na nich szeregu operacji matematycznych, wowczas
niezbedne jest zanotowanie tych dziatan. Cyfry, ktorych uzywamy w zapisie to symbole
arbitralne, ktore nie majg zadnej logiki, nie wygladaja jak pojecia, ktore oznaczaja. Dziecku
trudno dostrzec zwigzek pomiedzy zapisem graficznym liczb, a warto$ciami, jakie one
wyrazajg. Dlatego tez, przyswojenie przez dziecko nazw kolejnych liczb i ich pisemnego
zapisu symbolicznego nie moze by¢ traktowane rownoznacznie ze zrozumieniem struktury
systemu dziesigtnego. Samo wspotwystgpowanie dwoch systemoOw wymaga znacznego
wysitku ze strony dziecka, aby je opanowal. Szczegélnie duzym wyzwaniem jest
przyswojenie liczb w zakresie drugiej dziesiatki, gdzie sposob zapisu za pomoca cyfr
znacznie rozni si¢ od sposobu wymawiania nazw tych liczb. Czgsto dorosli nie dostrzegaja
tego problemu i operuja swobodnie zapisem symbolicznym i werbalnym systemem
nazywania liczb, oczekujgc, ze dzieci beda rozumiaty ich sens. Stad wazne jest
zorganizowanie roznorodnych ¢wiczen: poczawszy od dziatan na konkretnych przedmiotach,
ktore grupujemy po 10, poprzez wykonywanie schematycznych rysunkow, przedstawiajacych
dziesiatki 1 jednosci, az po zapis symboliczny. Taka sekwencja czynno$ci: od konkretu do
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tworzonego pojecia, co stanowi podstawe do zbudowania rozumienia dziesigtkowego systemu
pozycyjnego, wyrazonego Na poziomie abstrakcyjnym za pomocag symbolicznego kodu
matematycznego [Nowak, 2010 b, s.211].

Jak wynika z wczedniejszych rozwazan, proces tworzenia pojecia liczby naturalnej
wymaga aktywnosci badawczej, laczenia wielu doswiadczen zmystowych, ktore stanowig
tworzywo do dalszej obrobki intelektualnej. Aby w umysle dziecka powstato pojecie liczby
naturalnej, musi doj$¢ do scalenia wszystkich omoéwionych aspektow [por. Siwek, 2004,
s.165; Stucki, 1998, s.130]. Rola nauczyciela jest zatem tworzenie réznorodnych sytuacji
edukacyjnych, w ktorych dzieci beda miaty okazje obserwowac, manipulowaé, przeliczac,
porzadkowa¢, poréwnywac czy dokonywaé pomiardw. Podjete dziatania z uzyciem
konkretow beda stanowily dla nich materialng reprezentacj¢ abstrakcyjnych kategorii
pojeciowych. Ponadto dostarczg kontekstu znaczeniowego do rozméw na temat wykonanych
czynno$ci, poczynionych obserwacji, z wykorzystaniem j¢zyka matematycznego. Nie
zapominajmy, ze mozliwo$¢ konfrontacji wlasnego sposobu mysSlenia w dialogu z
rowiesnikami ma nieoceniong warto$¢ poznawczg. Wymaga bowiem umiejetnosci
precyzyjnego werbalizowania zjawisk, procedur, relacji, prawidlowosci, z zachowaniem
dbatosci o logiczng poprawnos$¢ wyrazanych sadow. Uczy sztuki argumentowania,
uzasadniania wilasnych racji, a takze umiejetnosci podazania tokiem rozumowania
odmiennym od przyjetego przez dziecko. Uruchamia tym samym procesy, prowadzace do
aktywnej konstrukcji rozumienia poje¢, budowania osobistej wiedzy matematycznej.

Drogi Nauczycielu, matematyka nic musi by¢ trudna. Daj dziecku czas na wlasng
obserwacje, doswiadczanie, pozwol mu samodzielnie mysle¢ i rozwigzywac problemy
matematyczne, stworz przestrzen edukacyjng, ktora bedzie prowokowata do podjecia
aktywno$ci oraz zadbaj 0 wiasciwy dobor metod pracy, odpowiednio do mozliwos$ci i potrzeb
psychofizycznych wychowanka. Kluczem do sukcesu niech bedzie nauka w toku zabawy oraz
towarzyszacy jej dialog, i to zarowno na plaszczyznie nauczyciel — dziecko, jak i dialog
rowiesniczy. Wazne jest bowiem, aby w rOwnym stopniu zaangazowacé umysl, cialo i emocje
dziecka, co sprawi, ze odkrywanie $wiata matematyki stanie si¢ fantastyczng przygoda

intelektualng.
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Stowa kluczowe: liczba naturalna
Streszczenie:
Ksztattowanie pojecia liczby naturalnej jest jednym z podstawowych zadan w edukacji
matematycznej matego dziecka. Wymaga ono stwarzania wielu sytuacji do gromadzenia
doswiadczen, ktore pozwolg skonstruowaé dziecku rozumienie liczby w podstawowych jej

aspektach.

Key words: natural number

Summary:
Formulating the notion of a natural number in a child’s mind is one of the fundamental tasks
in teaching mathematics to young children. It requires that a number situations be created
facilitating acquisition of experiences allowing a child to gain understanding of a number in

its elementary aspects.
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